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1. Determinación de una recta en el plano. 
Una recta en el plano es un conjunto infinito de puntos alineados. 
Una recta en el plano queda determinada de dos formas: 


a) Dando un punto por el que pase y un vector que indique su dirección, al que se llama 
vector director o vector de dirección. 


b) Dando dos puntos por los que pase. 


Un vector director de una recta es cualquier vector paralelo a la recta, es decir, que tenga 
la misma dirección que la recta. De un vector director lo importante no es su módulo, sino su 
dirección. 


Ejemplo: dada la recta que pasa por P(5, 1) y QE1, 3), un vector director sería PQ = (4, 2) 


El vector ü = (2,1), paralelo al vector PQ , también sería un vector director de dicha recta. 


Traslación de un punto por un vector 


Si una recta r pasa por un punto P y tiene como vector director ú, entonces el punto Q 
obtenido mediante la traslación Q =P+t-uú (t € R), también pertenece a la recta r. 


Ejemplo: dada la recta r que pasa por P(—5, 1) y tiene como vector director ú=(2,1), 
los puntos Q; =P+1-ú=(5,1)+(2, 1) = E, 2) 

Qə =P+2-ú=(5, 1) + (4, 2) = (-1, 3) 

Qs =P+3-ú=(5,1)+(6,3)=(1,4) ......... pertenecen a la recta r. 


Pendiente de una recta 


Se llama pendiente de una recta a la tangente del ángulo que forma la recta con la 
horizontal. Se representa por m. 

ug 

ui 


Si ú = (u, uz) es un vector de dirección de la recta, entonces m = tga = 


Ejemplo: la recta que pasa por P(5, 1) y QEl, 3) tiene como dirección la determinada por el 


vector ú = (2,1). Luego su pendiente es m = > 
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2. Ecuaciones de una recta en el plano. 


a) Ecuación vectorial  (x,y)=(a,b)+t-(u,us);teR donde: 


(x, y) son las coordenadas de un punto general de la recta (de los infinitos que tiene) 
(a, b) son las coordenadas de un punto concreto de la recta 
ú = (u), us) es un vector de dirección de la recta 


teR 


Para cada valor distinto del parámetro t, se obtiene un punto distinto (x, y) de la recta. 


Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(-2, 5) y cuyo vector de dirección es ú=(3,1) tiene 


como ecuación vectorial (x, y) =(-2,5)+t-(3,1);tceR 





Obsérvese que haciendo variar el valor del parámetro t, se van 
obteniendo los distintos puntos que forman la recta: 


























x=a+t-u 





b) Ecuaciones paramétricas 
y=b+t-us 


Se obtienen de la ecuación vectorial al igualar las coordenadas. 


Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(22, 5) y cuyo vector de dirección es ú=(3,1) tiene 


; Pur x=-2+3t 
como ecuaciones paramétricas tel 


y=5+t 


., . X= 
c) Ecuación en forma continua = 








Se obtiene de las ecuaciones paramétricas despejando el parámetro t en cada una de ellas e 
igualando las expresiones resultantes. 


Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de dirección es ú=(3,1) tiene 
x+2 y-5 
1 


como ecuación en forma continua 





d) Ecuación general o implícita Ax+By+C=0 A,B,CEeR 


Se obtiene de la ecuación en forma continua efectuando los productos cruzados y dejando todos 
los términos a un lado del signo igual. 


Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de dirección es ú=(3,1) tiene 
como ecuación general x-3y+17=0 





E > 1:(4+2)=3-(y-5) => x+2=3y-15 > x-3y+17=0 
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Información que se puede extraer de la ecuación general 
1. De la ecuación general se puede obtener un vector director de la recta: v=(-B, A) 


Demostración: 


=ä =b 
RAS > u-:(x-a)=u:(y-b) > u-x-u:-:y-a'u+b.u=0 > 
1 2 


> A=u,B==u => (u,u,)=(-B,A) 


Ejemplo: la recta de ecuación general x- 3y +17 =0, tiene como vector de dirección ú = (3, 1) 


2. De la ecuación general se puede obtener un vector normal a la recta: ñ= (A, B) 


Demostración: el vector ñ = (A, B) es ortogonal al vector director v = (-B, A) ya que su 
producto escalar es cero: úev=A-(-B)+B-A =-AB+BA=0 


Ejemplo: la recta de ecuación general x- 3y +17 =0, tiene como vector normal ñ = (1, - 3) 


e) Ecuación explícita y=mx+n m, neR 


Se obtiene de la ecuación general despejando la coordenada y. 


m es la pendiente de la recta n es la ordenada en el origen 


Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(-2, 5) y cuyo vector de dirección es u =(3,1) tiene 





s E 1 17 
como ecuación explícita y= z + E 
=I > x+2=3y-15 > x-3y+17=0 > y= 3x2 


f) Ecuación punto - pendiente y-b=m-(x-a) donde: 
(a, b) son las coordenadas de un punto concreto de la recta m es la pendiente de la recta 


Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(2, 5) y cuyo vector de dirección es ú =(3,1) tiene 


3 a 1 
como ecuación punto - pendiente y-5= 3 (x+2) ya que m= 22 - 5 
u 


Un haz de rectas secantes en el plano es el conjunto de todas las rectas que pasan por un 
punto dado P(a, b). Su ecuación es y-b=m-(x-a);meR 


Al variar m, manteniendo fijo el punto P, se obtienen las infinitas rectas que pasan por P. 


Ejemplo: la ecuación del haz de rectas que pasan por P(1, 3) es y-3=m-(x-1);me€R 
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3. Ángulo formado por dos rectas. 


Si dos rectas se cortan en un punto, se forman cuatro ángulos iguales dos a dos. Se conviene en 
llamar ángulo formado por dichas rectas a uno de los dos ángulos menores posibles. 


Si ú =(u,,u»), V=(v,,v2) son los vectores directores de dos rectas r y s, respectivamente, 
entonces el ángulo a, formado por dichas rectas es el ángulo formado por los vectores ú y V. 


lu; “Vi +Uu9g -Vol 
2 2 2 2 
yu, +U avs + Vo 


Ejemplo: para hallar el ángulo formado por las rectas r =2x-—5y+1=0,s=4x-3y-5=0 


cos& = 





se deducen primero sus vectores directores: ŭ = (5, 2), v = (8, 4) 
5-3+2-4| 
J5? +2? -4/32 +4? 





cosa = => cosQ&= > &@z31° 


23 
V29 -425 


Rectas paralelas 


Dos rectas con la misma pendiente tienen la misma dirección. En otras palabras, si dos rectas 
tienen igual pendiente, o son paralelas o son coincidentes. 


Demostración: sean ŭ = (uj, U2), Ÿ = (V1, va) los vectores directores de ambas rectas, 


. ea f ; Us v 
respectivamente. Si tienen la misma pendiente, entonces — = = 

uUi : Vi 
Usa Vo Ug 1957 tl 
É=É2 > É==Xz=k > (u,u)=k-(v,,v9) > ú | y 
“Y. v Va: Va 


Ejemplo: las rectas r =3x-5y+1=0, s=6x-10y-5=0 tienen como vectores de dirección, 
ú=(5,3) y v=(0, 6), respectivamente. 


Como m, = ž = £ =m,, se deduce que r y s tienen la misma dirección. 


Rectas perpendiculares 
Dadas dos rectas r y s de pendientes m, y m,, se tiene que: ris < m m,=-l1 
Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de sus pendientes es igual a —1. 


Demostración: 


rls S a=9 a cosa=0 > u-V=-4:v4 + 


Ejemplo: las rectas r =3x-5y+1=0, s=5x+3y-7=0 tienen como vectores de dirección, 
ú=(5,3) y v=(-3, 5), respectivamente. 
3 5 -15 


Como m,- m, =>- = ——=-1, se deduce que r y s son rectas perpendiculares. 
"o$ 5-3 15 
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4. Posición relativa de dos rectas. 


Analizar la posición relativa de dos rectas consiste en averiguar si son secantes, paralelas o 
coincidentes. 


Dadas dos rectas r y s, cada una de ellas por su ecuación general: 


r=Ax+By+C=0 s=Ax+By+C'=0 


se considera el sistema formado por ambas ecuaciones. Pueden darse tres casos: 





Caso 1. Si > + Š entonces las rectas son secantes. Las coordenadas del punto de corte 
vienen dadas por la única solución del sistema. (Sistema Compatible Determinado) 


Ejemplo: las rectas r=x+y-4=0,s=3x+2y-11=0 son secantes ya que Zat 


x+y-4=0 


e =3,y=1 
A di 


El punto de corte es P(3, 1) ya que la solución del sistema | 





Caso 2. Si > = Š É S entonces las rectas son paralelas. No tienen ningún punto en común. 
(Sistema Incompatible) 

s 1 -2 
Ejemplo: las rectas r=x-2y-5=0,s=2x-4y-3=0 son paralelas ya que al 


Un haz de rectas paralelas en el plano es el conjunto de todas las rectas paralelas a una 
recta dada r = Ax + By+C=0. Su ecuación es Ax+By+k=0;ke€R 


Al variar k, manteniendo fijos los valores A y B, se obtienen las infinitas rectas paralelas a las 
recta r. 


Ejemplo: la ecuación del haz de rectas paralelas a r = 4x +3y-5=0 es 4x+3y+k=0;ke€R 


Si de entre todas ellas, se desea hallar la que pasa por un determinado punto, por ejemplo, el 
punto P(1, 2), se sustituyen x = 1, y = 2 en 4x+3y+k=0 y se despeja el parámetro k: 


4-14+3-2+k=0 > k=-10 


Luego la recta que pasa por el punto P(1, 2) y es paralela a r =4x+3y-5=0 es la recta 
4x+3y-10=0. 


a = z 5 5 entonces las rectas son coincidentes. Se tocan en todos los puntos, 
cuyas coordenadas vienen dadas por las infinitas soluciones del sistema. (Sistema Compatible 
Indeterminado) 


Caso 3. Si 





: 07 1 2 
Ejemplo: las rectas r=x+2y+5=0, s=3x+6y+15=0 son coincidentes ya que 3 = o == 
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5. Distancias en el plano. 


Distancia entre dos puntos 


Dados dos puntos P(a, b), Q(c, d), la distancia entre P y Q es el módulo del vector PQ . 


d(P, Q) = [PQ = (ca + (d - b)? 


Ejemplo: la distancia entre los puntos P(2, 5) y Q(6, 8) es 


d(P, Q) = 4(6 - 2)? + (8-5)? = V16 +9 = V25 =5 u. 


Distancia entre un punto y una recta 


La distancia de un punto P a una recta r es la longitud del segmento PF, donde F es el pie de 
la perpendicular a la recta r trazada desde P. Dados r = Ax + By +C=0, P(a, b), entonces: 


|[A-a+B-b+C| 
VA? +B? 





d(P, r) = 


Ejemplo: la distancia entre el punto P(—1, 2) y la recta r =3x+4y-12=0 es 
3-(1)+4-2-12 7 


=1,4 u. 
y3 +4? 5 


d(P, r)= 





Distancia entre dos rectas 
Se pueden presentar dos casos: 
a) Si dos rectas r y s son secantes o coincidentes, entonces la distancia es cero: d(r, s) = 0 


b) Si dos rectas r y s son paralelas, la distancia entre ambas es la distancia de un punto P de 
una de ellas a la otra recta: d(r, s) = d(P, s) donde P € s 








Ejemplo: las rectas r =x-ł2y-5=0, s=2x-4y-3=0 son paralelas ya que Z >- = 
Se elige un punto cualquiera de la recta r, por ejemplo el punto P(1, —2) 
2-1-4-(-2)-3 
E E E E S 
V2 +4) v20 
Punto medio de un segmento 
Dados dos puntos P(a, b) y Q(c, d), el punto medio M del segmento PQ es M (=, b > 2) 


Ejemplo: dados los puntos P(1, 2) y Q(7, —4), el punto medio del segmento PQ es M(4, —1) 


M(H D) a-n 
2 2 
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6. Puntos y rectas notables de un triángulo. 


Las rectas notables de un triángulo son: alturas, medianas, mediatrices y bisectrices. 


Los puntos notables de un triángulo son: ortocentro, baricentro, circuncentro e incentro. 


Alturas 


La altura de un triángulo correspondiente a un vértice es el segmento 
(o recta) trazado desde dicho vértice perpendicularmente al lado 
opuesto. 

Todo triángulo tiene tres alturas, una correspondiente a cada vértice. 
Las tres alturas se cortan en un mismo punto llamado ortocentro. 


Medianas 


hi c 











J 


H = ortocentro 


La mediana de un triángulo correspondiente a un vértice es la recta que une dicho vértice con 


el punto medio del lado opuesto. 


Todo triángulo tiene tres medianas, una correspondiente a cada vértice. 


Las tres medianas se cortan en un mismo punto llamado baricentro. 
El baricentro de un triángulo de vértices A(a,, as), B(b,, b2), Clc, , Co) 


: ay +b; +c) a+bə+c 
tiene coordenadas G ts | 


3 ? 3 
El baricentro es el centro de gravedad del triángulo. 


Mediatrices 


La mediatriz de un triángulo correspondiente a un lado es la recta 
perpendicular a dicho lado trazada por su punto medio. 

Todo triángulo tiene tres mediatrices, una correspondiente a cada lado. 
Las tres mediatrices se cortan en un mismo punto llamado 
circuncentro. 

El circuncentro es el centro de la circunferencia circunscrita al 
triángulo. 


Bisectrices 


La bisectriz de un triángulo correspondiente a un ángulo interior es la 
recta que divide a dicho ángulo en dos ángulos iguales. 

Todo triángulo tiene tres bisectrices, una correspondiente a cada 
ángulo. 

Las tres bisectrices se cortan en un mismo punto llamado incentro. 

El incentro es el centro de la circunferencia inscrita en el triángulo. 





| 


G= baricentro 


O = circuncentro 


a AAB 
| = incentro 


En un triángulo equilátero, coinciden los cuatro puntos notables: el ortocentro, el 


baricentro, el circuncentro y el incentro. 
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